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非线性杆单元荷载矩阵积分算子直接集成算法 
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摘要：在文献[1]的基础上，本文将积分算子直接集成单元刚度矩阵的方法扩展应用于非线性杆单元的

荷载矩阵集成。该方法将分布荷载产生的内力函数分解为由未知参数表示的线形项，和与分布荷载特性相关

的已知函数项的组合，计算积分算子，由积分算子的线形组合得到分布荷载产生的杆件内力函数，从而得到

荷载矩阵。该方法没有采用任何假定，具有广泛的普适性，能用于求解任意刚度分布杆件上作用任意分布荷

载或集中荷载的单元荷载矩阵。对于刚度非连续、荷载分布非连续的情况，该方法避免了高斯数值积分的误

差，具有更高的计算精度， 
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对于材料非线性直杆单元，当前集成刚度矩阵和荷载矩阵多采用高斯积分法[2~4]。而高

斯积分得到精确解的前提是各参数表达式是连续多项式，且多项式的次数与高斯积分点数对

应。在大多数应用中，这一条件并不能得到满足。如当前大量采用的用于计算钢筋混凝土梁

柱单元的非线性纤维单元，其截面参数本身即为一些离散点，并且在混凝土开裂后局部刚度

突变，如仍采用高斯积分法，其误差非常大。对于纤维单元，采用高斯积分法还有一个限制，

即要求纤维分段必须是等间隔的，分段数不能太多，不能进行两端加密、跨中加密等处理，

限制了纤维单元的应用。 

相对于刚度矩阵，荷载矩阵集成的问题更多。对于局部分布荷载、分段分布荷载、集中

力荷载，采用高斯积分即存在误差。如果同时单元刚度分布是离散、突变的，高斯积分的误

差更大。 

文献[1]在一般积分定积分表示方法的基础上，提出基于积分算子直接集成非线性、变截

面杆件单元刚度矩阵的算法。本文在该方法的基础上，将积分算子直接集成方法扩展到非线

性杆单元荷载矩阵的计算。 

本文方法没有采用任何假定，具有广泛的普适性。不但适用于非线性纤维单元，也适用

于多段变截面单元、刚臂单元，加入适当的积分边界条件，即可用于任意位置塑性铰单元。

对于荷载，可以精确导算任意类型分布荷载、集中荷载，包括抛物线预应力索荷载。 

在使用本文方法计算荷载矩阵之前，假定非线性杆单元的截面参数 EI(x)、EA(x)、GA(x)

和 GJ(x)等均已知，同时杆上局部分布荷载 p(x)或集中荷载 P 的描叙函数已知。 

 

1. 横向分布荷载的导算 

 

杆件单元中间分布荷载在有限元计算中，需要在假定两端嵌固的条件下，求出杆端作用

力。嵌固杆件是超静定的结构，杆端力与刚度分布 EI(x)有关。对于图(1a)所示嵌固杆件，可

以等价地分解为作用中间作用分布荷载铰支的静定杆(图 1b)，和两端作用端弯矩的的铰支静
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定杆(图 1c)两个部分叠加之和。 

 

 

 

 

 

 
(1a)      (1b)      (1c) 

图 1、非线性杆作用横向力荷载 

Fig.1 The transverse distributing load of nonlinear beam 
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对于图(1b)所示铰支杆，分布荷载产生的内力与杆件刚度分布无关，弯矩和剪力可以表

示为： 

M1(x)=A1x  m(x)          (1) 

Q1 (x)=A1  q(x)            (2) 

m(x)为与分布荷载有关的表达式，其一般表示为： 
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对于作用在 x=x1 位置的集中荷载 P: 
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对于局部[x1，x2]范围内的均匀分布荷载 p(x): 
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对于局部[x1，x2]范围内的三角形分布荷载 p(x)，在 x1处 p(x1)= 0，x2 处荷载为 p(x2)=p: 
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同时对于图 1c 所示的两端作用弯矩的铰支杆，由于中间未作用分布荷载，其弯矩为线

性值，剪力为恒定值，符合下面表达式： 

M2(x)=A2x+B2             

(4) 

Q2(x)=A2                (5) 

将式(1)、(2)式与(4)、(5)迭加。线性项相加后仍为线性项，因此合并有关系数，得到： 

M(x)=Ax+B-m(x)          (6) 

Q (x)=A-q(x)             (7) 

(6)、(7)式即为含有未知常量的非线性杆单元分布荷载作用下的内力的表达式。式中 m(x)与

q(x)仍满足积分关系，有 m’(x)=q(x)。 

由材料力学理论，在由(6)、(7)式所示弯矩 M(x)和剪力 Q(x)作用下，杆中各截面转角(x)

和位移 y(x)满足下面积分式： 
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参照文献[1]中的方法，将式(8)、(9)改写成定积分的形式。此时(8)、(9)式成为两端转角

和位移的差值，则有： 
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引入边界条件。由于非线性杆两端均为嵌固边界，因此有： 
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同时将(10)、(11)式进一步离散化，将区间[0, L]范围内的定积分写成离散点的数值积分形式。 
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分离变量，提出未知常数 A、B，则有： 
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对于分布刚度已知的非线性杆，积分算子 F1、

布荷载，P1、P2、P3 等积分算子也是确定值。则上两式可简写为： 

F2、F3、F4 等是确定值。同样对于已知的杆分

121 PBFAF            (16) 

3243 PPBFAFy   

求解线形方程组，可得到未知变量 A、B 的表达式。由于杆两端嵌固，=y=0，因此有： 
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至此，非线性杆中作用横向分布荷载时杆中内力的分布函数已经完全

(19)可得到： 
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在非线性有限元计算时，对(20)(21)式令 x=0 和 x=L 分别求得杆件左右两端点端弯矩和

端剪力，即可得出有限元计算时所需得荷载项。在结构整体计算结束后，将由结构整体变形

产生

力。 

对于作用分布弯矩 m(x)或集 荷载类似，这里不再赘述。 

2. 分布轴向力导算 

如图 2 所示，当非线性杆[x1，x2]区间

 

        (22) 

得杆中线性内力，迭加上式(20)(21)的由荷载产生的杆中分布内力，即可得到杆件的真实

内

中弯矩 M 的情况与作用横向

 

 

作用有轴向分布力 p(x)，参照前面横向分布力的作

 4

用的剪力的情况，可假定杆件轴向内力为一未知常量与描叙分布荷载函数的组合：

N(x)=A-n(x) 
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图 2、非线性杆作用轴向力荷载 

Fig.2 The aixal distributing load of nonlinear beam 

 

对于作用于区间[x1，x2]上的轴向分布力，n(x)可有如下一般表达式： 
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对作用 p(x)为 x1 位置的集中力时，有： 
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对作用 p(x)为区间[x1，x2]范围内大小为 p 的均布的轴向力时： 
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其他类型的分布轴向力荷载依次类推。 

由杆中轴力 N(x)可求出各截面的轴向应变 
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写成在[0，L]区间定积分表示的两端位移差值，并离散化，则有 
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将上式分离变量，同时代入 N1、 Np，则有： 

p1x SAS   

引入边界条件。由于两端均为嵌固端，有 x=0，则有： 

  A = SP/S1            (24) 

将(24)式代入(22)式，则可得到非线性杆中作用轴向分布力时的轴向内力表达式： 

N(x)= SP/ S1 –n(x)         (25) 

当 x=0 和 x=L 时，即为此时的杆端轴力。进行适当的符号处理后，即为有限元计算中的

荷载矩阵的元素。在结构整体计算结束后，将由整体变形产生的杆中内力，加上(25)式表达

的内力，即为实际结构中非线性杆的轴向分布内力。 
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当作用力为集中力 N0 时，可以采用更直接的积分方式。设作用力位置为 x=x1，根据静

力平衡条件，左端支座反力 R0 与右端支座反力 RL之和与作用力 N0 平衡，即： 

N0 =R0 + RL 

x1 以左杆件的轴向变形L，与 x1 以右轴向变形R分别如下： 
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式中 N1 指 x=x1 的位置，NL指 x=L 的位置。令：  
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由变形协调条件，轴向变形L=R， 则有： 
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3. 分布扭矩导算 

 

杆中作用扭矩的情况与杆中作用轴向力的类似。当非线性杆[x1，x2]区间作用有分布扭

矩 p(x)，可假定杆件扭矩为一未知常量与描叙分布荷载函数的组合： 

T(x)=A - t(x)          (28) 

其中 t(x)一般表达式为： 
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由杆中扭矩内力 T(x)可求出单位长度的扭转角 
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写成定积分形式，并离散化。有 











N

1i
i

i

i
L

0x x
GJ

tA
dx

)x(GJ

)x(tA
 

令：      



N

1i
i

i

L

01 x
GJ

1
dx
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1
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
N

1i
i

i

i
L
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GJ

t
dx

)x(GJ

)x(t
Z  

分离变量，代入 Z1、 Zp。则有： 

p1x ZAZ   

引入边界条件。由于两端均为嵌固端，有 x=0，则有： 
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  A = ZP/Z1            (30) 

将(30)式代入(28)式，则可得到非线性杆中作用分布扭矩时的杆中扭矩内力表达式： 

T(x)= ZP/Z1 –t(x)         (31) 

对于 x1 位置作用有集中扭矩 T0 时的简化分析与集中轴向力类似，这里不再赘述。 

 

4. 算例 

 
长度为 L 的均质杆抗弯刚度为 EI，忽略剪切变形。在区间[x1, x2]范围内作用均布横向荷

载 p(x)=p。由(15) 及相关公式可得到： 

EI2

L
F
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L
F
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L
F
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L
F

2

4

3

32

2

1   
2

4

3241
EI12

L
FFFF   

]dx)xx()xx(2)xL()xx(dx)xx([
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p
dx
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P

L

0

L

2x 2122
2

12

2x

1x

2
11      

  ])xL(3)xL)(xx(3)xx[()xx(
EI6

P 2
2212

2
1212   

  ])xL()xL()xL)(xL)[(xx(
EI6

p 2
2

2
12112   

  
L

0

x

02 dx)d)x(m(
EI

1
P  

   }dxd)]x)(xx()xx(
2

1
[dx]d)x(

2

1
[{

EI

p L

2x

x

2x 212
2

12

2x

1x

x

1x

2
1      

   ])xL(4)xL)(xx(6)xx[()xx(
EI24

P 3
2

2
212

3
1212   

由于忽略剪切变形， 。 0P3 

当 x1=0、x2=L 时，即为满跨均布荷载，有关公式简化为 

 px)x(qpx
2

1
)x(m 2   

EI24

pL
P

EI6

pL
P

4

2

3

1   

将 F1~F4 及 P1~P2 代入前面(20)、(21)式，未知参数 A、B 的值 

2pL
12

1
BpL

2

1
A   

弯矩和剪力分别为:  22 px
2

1
pL

12

1
pLx

2

1
)x(M   

pxpL
2

1
)x(Q   

很明显计算结果与一般方法计算结果相同。 
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Abstract: A Method directly based on integration factors is now developed to form load matrix of 

nonlinear beam. The method expresses the inner force of nonlinear beam excited by distributing 

load as the combination of two parts: the one is a linear function with unknown constants of nodal 

moment, and the other is a known function just determined by the distributing load itself. Both 

functions can be separately integrated as many constant factors. With the boundary conditions of 

two nodes, the unknown constants of first linear function can be expressed by these integration 

factors, and so far the whole function of inner force and the load matrix of nonlinear beam are 

gained. The method never adopts any hypothesis and is analytic and accurate. It is fit for all kind of 

nonlinear frame with arbitrary distributing load to gain load matrix. The results is more accurate 

than the Guass numerical integration for beams which with un-continual nonlinear stiffness or 

un-continual distributing load. 
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